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1. PRELIMINARES

Lema. Sea ¢ una funcién escalar definida en un subconjunto abierto de R? y sea
A un campo vectorial definido en un subconjunto abierto de R3. Entonces,

Vx(Vg)=0 y V- (VxA)=0
Ademas, bajo hipétesis adecuadas,
VxE=0 = dp E=-Vyp
V-B=0 = JA B=VxA

Definicién. Para cualquier funcién escalar ¢ definida en un subconjunto abierto
de R3, el Laplaciano de ¢ se define como,

Vip =V V.

En particular, si A= (A17A2, Ag), VQA = (V2A1, VZAQ, V2A3).
Lema. Vx(VxA)=V(V-A)-V?A.

Teorema (descomposicién de Helmholtz). Sea F un campo vectorial definido
en un subconjunto abierto de R?. Bajo hipétesis adecuadas, existen, un campo
vectorial A, y una funcién escalar ¢, tales que

F=-Vp+VxA
En particular,

VxF=-Vx(Vp)+Vx(VxA)=Vx(VxA)=V(V-A)- VA

V-F=-V-Vp+V-(VxA)=-V.

Observacién. Estamos interesados en resolver el siguiente problema:
Dadas p=V-F y H:=V xF,
determinar ¢ y A, que satisfagan
Vi = —p, y V?*A-V(V-A)=-H,
para concluir, como en el teorema de la descomposiciéon de Helmholtz que,
F=-Vp+VxA.

El primer paso en la solucién de este problema consiste en notar que uno puede
escoger A de tal manera que V- A = 0. Por lo tanto, las ecuaciones a resolver son
todas del mismo tipo:

Vi = —p, y VZA = —H.
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Ejercicio: Responder por qué podemos suponer que V-A = 0. Suponer que
V-A = f # 0. Considerar A’ = A+ V4, con ¢ arbitraria. Luego, VX A’ =V x A
y por lo tanto, A y A’ contribuyen de la misma manera a F. Sin embargo, podemos
escoger 9 de tal manera que 0 = V-A +V?2¢. Esto se puede hacer si sabemos cémo
resolver la ecuacién V21 = —f para una f dada. Luego, todo queda reducido al
mismo problema:

Moraleja. Conociendo V-F,y V X F uno obtiene un sistema de EDP’s para o y A
que se puede resolver si sabemos encontrar la funcion ¢ en la ecuacion de Poisson,

V=~ f

para una funcién dada f.

2. {COMO RESOLVER LA EACUACION DE POISSON?

Sea A un campo vectorial definido en un subconjunto abierto of R3. Bajo hipétesis
adecuadas, el teorema de la divergencia dice que,

/V-AdV:/ A -ndS.
v S5=0v

Sea A = ¢ V1, de manera que V-A = ¢ V2 + Vo -Vip,y ¢ Vi -n = ¢ On1). Por
lo tanto,

/ (¢ V0 + Vo - Vi) dV:/ ¢ Ont) dS.
\%4

S=0V

Podemos intercambiar los roles de ¢ y 1, obtener una ecuacién similar, y luego
restar una de la otra para concluir que,

/ (6720 — ¥ V20) dV = / (6 Onth — 6 8n0) dS
\% S=0V

Esta relacién se llama la seqgunda identidad de Green. Elijase ahora una 1 partic-

ular; a saber,
1

Vo) =

y demuéstrese el siguiente resultado:

/yev <¢(y)VQ (Min) ) dV = —4mé(x).

Finalmente, elijase una ¢ que satisfaga V2¢ = —4mp para una p dada. Luego, la
identidad de Green permite concluir (con S = 9V) que,

Lema.

—amoayran [ LDy = » (60n (r ) = e @u)w)) as

vev |z —yl| |z =wll)  [lz—=yl|



Esto es,
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Si V = R3 y bajo las suposiciones de que ¢ y V¢ decaen adecuadamente en infinito,
uno obtiene que,

o(x) = / A dv, siempre que Vip = —dnp.
yev |z =yl

1

3. RELEVANCIA DE LA FUNCION z +— ﬁ
r—Yy

Es un hecho experimental que la fuerza eléctrica entre dos particulas con cargas g,
Y gy, respectivamente situadas en los puntos = y y del espacio, estd dada por,

qu r—=y _ kaQy r—y
x a2 — ’
e =yll® e =yl [l —yll

siendo k una constante que depende de las unidades fisicas de medida (y uno puede
elegir un sistema de unidades en el que k = 1). El campo eléctrico en el punto x
producido por una carga puntual ¢, situada en el punto y € R3, se define como,

r—y
Bl =4 [y

Si hay varias cargas g, , el campo estd dado por,

Zle T —Yi

[l =i’

mientras que si hay una distribucién continua de carga descrita por la funcién de
densidad y — p(y) definida en un subconjunto cerrado V C R?, el campo estd dado
por,

_ ZU

Observar que al considerar y como un punto ﬁJO dado, se tiene,

() =
E(gc)z—V(/VH;()de)

B =S, oto = [ Ay

Por lo tanto,

Esto es,



De acuerdo al teorema de descomposicién de Helmholtz, aparentemente no necesi-
tarfamos usar aqui A (aparentemente V X E = 0). Ademds, empleando el resultado
del ultimo Lema en §1, se sigue que,

V- E(x) = 47 p(z).

Hay razones fisicas y geométricas para esperar este resultado y convencerse de su
veracidad. Por un lado, usando el teorema de la divergencia se tiene que,

/V~EdV:/ E - ndS.
v 5=0V

El lado derecho se puede calcular explicitamente para una particula cargada (pun-
tual), para un sistema de particulas cargadas, o en general para una distribucién
continua de cargas encerradas dentro de S = 0V. En cualquier caso uno concluye
nuevamente (bajo las interpretaciones adecuadas) que,

V- E(x) = 47 p(z).

4. LAS ECUACIONES DE MAXWELL

Del libro de J.D. Jackson (Classical Electrodynamics, pagina 2): “Las ecuaciones
que gobiernan los fenémenos electromagnéticos son las ecuaciones de Mazwell, que
con fuentes en el vacio estan dadas por,

V-E=47rp
1 0B
VXE+-—=0
x Jrc ot
V-B=0
c Ot c

Implicita en las ecuaciones de Maxwell esta la ecuacion de continuidad para densi-
dades de carga y corriente,

dp

—+V-J=0

ot
Esta se sigue de combinar la derivada temporal de la primera ecuacién con la
divergencia de la tercera. También es esencial para la descripcién del movimiento
de una perticula cargada, la ecuacion de Lorentz,

1
F:q<E+V><B>
c

que da la fuerza que actia sobre una particula puntual de carga g en presencia de
campos electromagnéticos.”



Una breve discusion. Las ecuaciones de Maxwell unifican y explican bajo una
misma teoria lo que en algin tiempo se consideraron fenémenos fisicos de naturaleza
diferente: electricidad, magnetismo y 6ptica. Este es un conjunto de EDP’s que se
debe resolver para las funciones (z,t) — E(x,t) y (z,t) — B(x,t) con valores en R?
cuando se dan las fuentes que producen los campos eléctrico y magnético; a saber,
las funciones p (densidad de carga) y J (densidad de corriente). Ademds, existe
un amplio conjunto de transformaciones que se pueden practicar en el conjunto de
variables y ecuaciones, que preserva la forma de estas ecuaciones. En particular, el
conjunto de transformaciones que preserva las ecuaciones sin fuentes (ie, cuando
py J =0), depende de 15 pardmetros reales y se cierra adecuadamente bajo una
ley de composicién de grupo que lo hace localmente isomorfo al grupo SU(2,2).
Es de destacarse que este grupo incuye de manera natural al grupo de Poincaré
de dimensién 10, que a su vez es el producto semidirecto del grupo de Lorentz de
dimensién 6 de la teoria especial de la relatividad de Einstein, con el grupo de
translaciones en el espaciotiempo de Minkowski de dimensién 4. Asi, las ecuaciones
de Maxwell son relativistas desde sus fundamentos. Las ecuaciones se pueden re-
solver mas o menos ficilmente bajo suposiciones especiales; por ejemplo, cuando
no hay fuentes y son independientes del tiempo, cuando solamente son independi-
entes del tiempo, o cuando solamente no hay fuentes. En el caso independiente del
tiempo, las ecuaciones se desacoplan para los campos eléctrico y magnético. En el
caso dependiente del tiempo, las soluciones E y B dependen una de la otra, aun
cuando no hay fuentes, dando lugar a ondas electromagnéticas; ie, luz.

5. UNA ENFOQUE HACIA LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL

De la ecuacién V - B = 0 se puede concluir, bajo hipétesis apropiadas, que
B=VxA

para algun potencial vectorial A. Luego, la ecuacién para V x E dice que,

de manera que podemos concluir, bajo hipétesis adecuadas, que,

1 0A
BE=-Ve="%

para algin potencial escalar . Por lo tanto, las dos ecuaciones restantes se pueden
reescribir en términos de ¢ y A como,

10

2 -—(V-A)=-4

Vo + Py (V-A) TP

1 0%A 1 dp 47
A - CA+-— ) =——1]

v 2 o2 VIVAT c Ot c

Ahora bien, siempre podemos suponer que,
1
V- A+ - 9¢ _ 0,

c ot



puesto que podemos aplicar la siguiente transformacion de gauge
A'=A+VA vy Y=o

de manera que las ecuaciones a resolver para ¢ y A son todas de la misma forma;
a saber,

1 0%
2 _
V- g ge = e
1 0%A 4
240 L+ OA 4w
A 2 ot? c J
siempre que,
1 0%A
2 _
VA-Z g =0

Asi, podremos resolver para E y B, siempre que sepamos resolver la ecuacion de
onda,

1 0%
V-G e

para una fuente dada f.
Observaciéon. Asi como en el caso de la ecuacién de Poisson, la ecuacion de onda

con fuentes siempre se puede resolver bajo hipétesis apropiadas. Sin embargo, eso
no lo demostraremos aqui.

6. FORMA INTEGRAL DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL
Usando los teoremoas del rotacional y de la divergencia se puede comprobar facilmente

que las ecuaciones de Maxwell con fuentes en el vacio son equivalentes al siguiente
sistema de ecuaciones,

/ EondS:47r/pdV
5=oV %

que son las que por lo regular reciben interpretaciones fisicas en términos de flujos
(integrales de superficie) y circulaciones (integrales de linea).

7. FORMA DIFERENCIAL DE LAS ECUACIONES DE
MAXWELL EN EL ESPACIO TIEMPO 4-DIMENSIONAL

8. SOBRE EL GRUPO DE SIMETRIAS QUE PRESERVAN
LAS ECUACIONES DE MAXWELL EN EL VACIO



